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１ 研究の動機
数学の未解決問題の一つに３個組の社交数がある。社交数は友愛数を発展さ

せたものであるから、この問題の解決を試みるために友愛数の性質について研

究することが有効な手がかりとなると考え、この研究を始めた。

２ 研究内容
研究で扱った友愛数とオイラーの関係式について説明する。

以降、nを自然数として、nの全ての約数の総和をσ(n)、nと互いに素なものの
個数をϕ(n)と定める。

２－１ 友愛数の定義

異なる２つの自然数 M,Nについて、

𝛔 𝑴 −𝐌 = 𝐍かつ 𝛔 𝑵 − 𝐍 = 𝐌
が成り立つとき、２数M,Nは友愛数である。

例) (220,284）
220 = 22 × 5 × 11
284 = 22 × 71 より、
σ(220)－220 = (1 + 2 + 22)(1 + 5)(1 + 11)－220

= 504－220
= 284

σ(284)－284 = (1 + 2 + 22)(1 + 71)－284 
= 504－284
= 220

となるので、220と284は友愛数である。

３ 研究成果
クッラの関係式、オイラーの関係式をはじめ、様々なアプローチで友愛数を

調べ、いくつかの性質を発見した。

２－２－２ オイラーの関係式の証明
この関係式の証明は文献に見つからなかったため自分たちで証明した。以下

に示す。

σ 2𝑛𝑝𝑞 − 2𝑛𝑝𝑞 = 2𝑛𝑟 かつ σ(2𝑛𝑟) − 2𝑛𝑟 = 2𝑛𝑝𝑞

すなわち、σ(2𝑛𝑝𝑞)＝σ(2𝑛𝑟)＝2𝑛𝑝𝑞＋2𝑛 𝑟を示せばよい。
よって、σ(2𝑛𝑝𝑞)＝(1＋2 + 22 +⋯+ 2n)(1＋𝑝)(1＋𝑞)

＝2𝑛+𝑚 2𝑛+1 − 1 (2𝑛−𝑚 + 1)2

σ(2𝑛𝑟)＝(1＋2 + 22 +⋯+ 2n)(1＋𝑟)
＝2𝑛+𝑚 2𝑛+1 − 1 (2𝑛−𝑚 + 1)2

また、2𝑛 𝑝𝑞＝2𝑛{2𝑚 2𝑛−𝑚 + 1 − 1}{2𝑛 2𝑛−𝑚 + 1 − 1}, 

2𝑛 𝑟 ＝2𝑛{2𝑛+𝑚(2𝑛−𝑚 + 1)2 − 1} であるから、
2𝑛𝑝𝑞＋2𝑛 𝑟

= 2𝑛 {2𝑚 2𝑛−𝑚 + 1 − 1}{2𝑛 2𝑛−𝑚 + 1 − 1}＋{2𝑛+𝑚(2𝑛−𝑚 + 1)2 − 1}
＝2𝑛+𝑚 2𝑛+1 − 1 (2𝑛−𝑚 + 1)2

以上より、σ(2𝑛𝑝𝑞)＝σ(2𝑛r)＝2𝑛𝑝𝑞＋2𝑛 𝑟であるため、

𝟐𝒏𝒑𝒒と𝟐𝒏𝒓は友愛数の組となる。

２－２－１ オイラーの関係式
オイラーの関係式は条件を満たす数を探すことで友愛数を求めることができ

る式である。

正の整数m, nが1 ≦ m ≦ n − 1を満たすとすると、

𝑝 = 2𝑚 2𝑛−𝑚 + 1 − 1
𝑞 = 2𝑛 2𝑛−𝑚 + 1 − 1
𝑟 = 2𝑛+𝑚(2𝑛−𝑚 + 1)2 − 1

において𝑝, 𝑞, 𝑟がすべて素数ならば、2𝑛𝑝𝑞と2𝑛𝑟は友愛数

３－１ 友愛数とφ関数の関係

友愛数の組(Ｍ,Ｎ)(Ｍ＜Ｎ)がオイラーの関係式を満たす

⟹𝛟 𝑴 +𝛟 𝑵 = 𝐌

３－２ 友愛数と完全数の関係
偶数の完全数とオイラーの関係式を満たす友愛数組の和には、以下の関係が

あることが分かった。

m, nは、正の整数で、1 ≦ m ≦ n − 1, 𝑆をこの友愛数の和とすると、
𝑺

𝟐𝒏+𝒎(𝟐𝒏−𝒎+𝟏)𝟐
= 素数 ⟺

𝑺

𝟐𝒎(𝟐𝒏−𝒎+𝟏)𝟐
= 完全数

例）オイラーの関係式を満たす友愛数組４組について、
①（220,284）和：504

このとき、ｎ=２であるから、
𝑆

2𝑛+𝑚(2𝑛−𝑚+1)2
＝2𝑛+1 − 1= 23 − 1 = 7

7は素数であるから条件を満たし、
504

9×2
= 28 (完全数)

②（17296,18416）和：35712

このとき、ｎ=4であるから、
𝑆

2𝑛+𝑚(2𝑛−𝑚+1)2
＝2𝑛+1 − 1 = 25 − 1 = 31

31は素数であるから条件を満たし、
35712

9×23
= 496 (完全数)

③（9363584,9437056）和：18800640

このとき、ｎ=7であるから、
𝑆

2𝑛+𝑚(2𝑛−𝑚+1)2
＝2𝑛+1 − 1= 255

255は素数でないから条件を満たさず、
18800640

9×26
= 32640 (完全数でない)

④（2172649216,2181168896）和：4353818112
このとき、ｎ=40であるから

𝑆

2𝑛+𝑚(2𝑛−𝑚+1)2
＝2𝑛+1 − 1 = 1099511627775

1099511627775は素数でないから条件を満たさず、
4353818112

9×239
＝

7×432×73

230
(完全数でない)
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３－４ 新しい関係式の考察
小さいほうから数えて7642組の友愛数のうち、オイラーの関係式を満たすも

のは4組しかなく、汎用性がない。そこで、新たな友愛数の関係式をつくろう
と考えた。しかし、でたらめに式をつくっても、それが友愛数になる確率は極
めて低い。そこで、7642組の友愛数組を、VBを用いて、素因数分解し、そこ
から形を予測して式をつくれないかと考えた。

例）偶数と奇数の友愛数を求めるための式を作る。ここでは、7642個の友愛数
組を 素因数分解して、素因数3をもつ奇数友愛数組が多いことから、
𝑥 ≧ 2, 𝑦 ≧ 3の素数に対し、2𝑛𝑥と3𝑛𝑦を考える。

σ 2𝑛𝑥 =
2n+1 − 1

2 − 1
× 𝑥 + 1 = 2𝑛+1－1 𝑥 + 1

σ 3𝑛𝑦 =
3n+1−1

3−1
× 𝑦 + 1 =

3n+1−1

2
× 𝑦 + 1

2𝑛𝑥と3𝑛𝑦が友愛数となるとき、定義から、

2𝑛+1 − 1 × 𝑥 + 1 =
3n+1−1

2
× 𝑦 + 1

2𝑛+1－1 × 𝑥 + 1 = 2𝑛𝑥 + 3𝑛𝑦 が成立。
これを解くと、

𝑥 =
3𝑛×2𝑛+1−2×3𝑛+32𝑛+1−2𝑛+1+1

2𝑛×3𝑛+2𝑛+3𝑛−1

𝑦 =
2𝑛+2−3𝑛+1−1 (2𝑛×3𝑛+2𝑛+3𝑛−1)+2(2𝑛+1−1)(3𝑛×2𝑛+1−2×3𝑛+32𝑛+1−2𝑛+1+1)

(3𝑛+1−1)(2𝑛×3𝑛+2𝑛+3𝑛−1)

３－３ 友愛数和と剰余の関係
小さいほうから7642個の友愛数組をVisual Basic（以下VB）を用い

て計算し、友愛数和の剰余を考えた。
13組の友愛数和だけが3で割り切れず、剰余がすべて2であった。ま

た、このような友愛数組では、素因数2を除き、自然数nを用いて、
6n + 1の形であらわせた。
なおこれらの13組はオイラーの関係式を満たさない。
3で割り切れない13組は以下のとおりである。

M Mの素因数分解 N Nの素因数分解 友愛和 mod 3
666030256= 2　・　2　・　2　・　2　・　19　・　331　・　6619 696630544= 2　・　2　・　2　・　2　・　199　・　331　・　661 1362660800 2

4150593232= 2　・　2　・　2　・　2　・　43　・　61　・　98899 4213181968= 2　・　2　・　2　・　2　・　43　・　859　・　7129 8363775200 2
4796703664= 2　・　2　・　2　・　2　・　43　・　67　・　104059 4855069456= 2　・　2　・　2　・　2　・　43　・　373　・　18919 9651773120 2

33707179456= 2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　163　・　271　・　11923 33844856128= 2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　271　・　541　・　3607 67552035584 2
53151801712= 2　・　2　・　2　・　2　・　19　・　6451　・　27103 55270703248= 2　・　2　・　2　・　2　・　109　・　307　・　103231 108422504960 2
62393407792= 2　・　2　・　2　・　2　・　19　・　307　・　668539 65270990608= 2　・　2　・　2　・　2　・　139　・　439　・　66853 127664398400 2

107122129216= 2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　103　・　3343　・　4861 107620508608= 2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　271　・　571　・　10867 214742637824 2
 284624443948= 2　・　2　・　13　・　19　・　103 　・　367　・　7621          122890970880= 2　・　2　・　13　・　31　・　73　・　103　・　23689　 571750000640 2
 413732656012= 2　・　2　・　13　・　19　・　37　・　79　・　143263　          439891561588= 2　・　2　・　19　・　37　・　43　・　439　・　8387　 853624217600 2
 428886470464= 2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　139　・　991　・　48649          429190553536= 2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　139　・　4339　・　11119 858077024000 2
 596748205168= 2　・　2　・　2　・　2　・　19　・　31723　・　61879　          620362089232= 2　・　2　・　2　・　2　・　97　・　439　・　910519　 1217110294400 2
 692294720704= 2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　103　・　6271　・　16747          695119246144= 2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　181　・　4423　・　13567 1387413966848 2
 702191247424= 2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　109　・　523　・　192463          706699122496= 2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　2　・　367　・　523　・　57529 1408890369920 2

𝑥の値
yの値

グラフより、n=1のとき、𝑥
＝3, y＝2のとなるが、友愛
数組はともに６となってしま
うので不適。
また、yは、ｎ→∞のとき、
y→3+0であり、
2𝑛𝑥と3𝑛𝑦を満たす友愛数組
はない。

（横軸をnとする。）


