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次の問いに答えよ。

Ñ 自然数 x，yは，

1 < x < yおよび #1 + 1
x ; $1 + 1

y < = 5
3
を満たす。

x，yの組をすべて求めよ。

Ò 自然数 x，y，zは，

1 < x < y < zおよび #1 + 1
x ; $1 + 1

y < #1 + 1
z ; =

12
5
を満たす。x，y，zの組をすべて求めよ。

R　 Y.Y.さんのレポートより

Ñ #1 + 1
x ; $1 + 1

y < = 5
3
より，

　 3(x+ 1)(y+ 1) = 5xy

Ú　 5xy¡ 3(xy+ x+ y+ 1) = 0

Ú　 2xy¡ 3x¡ 3y¡ 3 = 0

Ú　 4xy¡ 6x¡ 6y¡ 6 = 0

Ú　 (2x¡ 3)(2y¡ 3) = 15Ý1

1 < x < yより，

　¡1 < 2x¡ 3 < 2y¡ 3だから，1をみたすのは，

　 (2x¡ 3; 2y¡ 3) = (1; 15)，(3; 5)

Ú　 (x; y) = (2; 9)，(3; 4)

Ò #1 + 1
x ; $1 + 1

y < #1 + 1
z ;= 12

5
より，

　 5(x+ 1)(y+ 1)(z+ 1) = 12xyzÝ2

1 < xより，

‘ x= 2のとき，2より，

　 5 ¢ 3(y+ 1)(z+ 1) = 12 ¢ 2yz

Ú　 5(y+ 1)(z+ 1) = 8yz

Ú　 8yz¡ 5(yz+ y+ z+ 1) = 0

Ú　 3yz¡ 5y¡ 5z¡ 5 = 0

Ú　 9yz¡ 15y¡ 15z¡ 15 = 0

Ú　 (3y¡ 5)(3z¡ 5) = 40Ý3

2 < y < zより，1 < 3y¡ 5 < 3z¡ 5だから，3より，

　 (3y¡ 5; 3z¡ 5) = (2; 20)，(4; 10)

　 (y; z) = # 7
3
; 25
3

;，(3; 5)
y，zは自然数なので適するのは，

　 (x; y; z) = (2; 3; 5)

’ x= 3のとき，2より，

　 5 ¢ 5 ¢ 4(y+ 1)(z+ 1) = 12 ¢ 3yz

Ú　 5(y+ 1)(z+ 1) = 9yz

Ú　 9yz¡ 5(yz+ y+ z+ 1) = 0

Ú　 4yz¡ 5y¡ 5z¡ 5 = 0

Ú　 #2y¡ 5
2
; #2y¡ 5

2
; = 35

4

Ú　 (4y¡ 5)(4z¡ 5) = 35Ý4

3 < y < zより，7 < 3y¡ 5 < 3z¡ 5だから，適する自然

数 y，zは存在しない。

また，x ¸ 3のときは，x < y < zより， 1x >
1
y >

1
z

だから，

　 #1 + 1
x ; $1 + 1

y < #1 + 1
z ; < #1 + 1

x ;3
Ú　 12

5
< #1 + 1

x ;3
一方，x ¸ 3より，

　 #1 + 1
x ;3 · #1 + 1

3
;3 = # 4

3
;3 = 64

27

64
27
=
320
135

< 324
135

=
12
5
より，

　 #1 + 1
x ;3 · 12

5
となるため，解は存在しない。

以上より，

(x; y; z) = (2; 3; 5)

q　整数問題で有名な因数分解もどきの，(2x¡ 3)(2y¡ 3) = 15

というような式変形を作りながら進めている。大小関係をきちん

と抑えていて無駄がない。流れるような解法である。

R　 O.Y.君のレポートより

Ñ #1 + 1
x ; $1 + 1

y <= 5
3
Ý1

1 < x < yより， 1x >
1
y だから，#1 + 1

x ;2 ¸ #1 + 1
x ; $1 + 1

y <= 5
3

Ú　 3 #1 + 1
x ;2 ¸ 5

関数 3 #1 + 1
x ;2は減少関数にだから，適する自然数 xは，

　 x= 1，2，3 のみである。

x = 1のとき，1より，$1 + 1
y < = 5

6

Ú　 y+ 1 = 5
6
y

Ú　 y = ¡6　自然数でないから不適。

x = 2のとき，1より，$1 + 1
y < = 10

9

Ú　 y = 9　条件を満たす。

x = 2のとき，1より，$1 + 1
y < = 5

4

Ú　 y = 4　条件を満たす。

以上より，

　 (x; y) = (2; 9)，(3; 4)
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Ò #1 + 1
x ; $1 + 1

y < #1 + 1
z ;= 12

5
Ý2

1 < x < y < zより， 1x >
1
y >

1
z#1 + 1

x ;3 ¸ #1 + 1
x ; $1 + 1

y < #1 + 1
z ; = 12

5

Ú　 5 #1 + 1
x ;3 ¸ 12

関数 5 #1 + 1
x ;3は減少関数だから，適する自然数 xは，

　 x= 1，2のみである。

x= 1のとき，2より，$1 + 1
y < #1 + 1

z ;= 6
5

Ú　 $1 + 1
y <2 ¸ 6

5

Ú　 5$1 + 1
y <2 ¸ 6

これを満たす自然数は，y= 1，2，3のみである。

　 y= 1のとき，1 + 1
z =

3
5

　　 5z+ 5 = 3z　 Ú　 z= ¡ 5
2
　不適。

　 y= 2のとき，1 + 1
z =

4
5

　　 5z+ 5 = 4z　 Ú　 z= ¡5　不適。

　 y= 3のとき，1 + 1
z =

9
10

　　 10z+ 1 = 9z　 Ú　 z= ¡1　不適。

　 y= 4のとき，1 + 1
z =

24
25

　　 25z+ 1 = 24z　 Ú　 z= ¡1　不適。

　 y= 5のとき，1 + 1
z = 1

　　これを満たす自然数 zは存在しない。

x= 2のとき，2より，$1 + 1
y < #1 + 1

z ;= 8
5

Ú　 $1 + 1
y <2 ¸ 8

5

Ú　 5 #1 + 1
8
;2 ¸ 8

これを満たす自然数は，y= 1，2，3のみである。

さらに，1 < x < yより，y = 3

このとき，1 + 1
z =

6
5

　 Ú　 5z+ 5 = 6z　 Ú　 z= 5

以上より，

　 (x; y; z) = (2; 3; 5)

q　関数 #1 + 1
x ;3 などが，xについての減少関数であること

に注目して，x = 1，2，3 と順に代入して不等式を満たす自然数

を狭めていく。少し大雑把に範囲を絞っている分，はじかれる解

もそこそこあるが，整数問題とはそういうものなのであろう。

　

R　 N.K.君のレポートより

Ñ 1 < x < yのとき，

　 1 < x < y < xy

Ú　 1
x >

1
y >

1
xy Ý1

また，#1 + 1
x ; $1 + 1

y < = 5
3

Ú　 1
x +

1
y +

1
xy =

2
3
Ý2

1を用いると，

　 1
x +

1
x +

1
x >

2
3

Ú　 3
x >

2
3

Ú　 (1 <)x < 9
2

xは自然数だから，

　 x= 2，3，4

2について，

‘　 x= 2のとき，

　 1
2
+
1
y +

1
2y =

2
3

　 3
2y =

1
6

Ú　 y = 9　適する。

’　 x= 3のとき，

　 1
3
+
1
y +

1
3y =

2
3

　 4
3y =

1
3

Ú　 y = 4　適する。

“　 x= 4のとき，

　 1
4
+
1
y +

1
4y =

2
3

　 5
4y =

5
12

Ú　 y = 3　 x < yに不適。

以上より，

　 (x; y) = (2; 9)，(3; 4)

Ò 1 < x < y < zのとき，

　 x < xy，x < yz，x < zx，x < xyz

Ú 　 1
x > 1

y ，
1
x > 1

z ，
1
x > 1

xy，
1
x > 1

yz，

1
x >

1
zx，

1
x >

1
xyz Ý3

また，#1 + 1
x ; $1 + 1

y < #1 + 1
z ; = 12

5
より，

1
x +

1
y +

1
z +

1
xy +

1
yz +

1
zx +

1
xyz =

7
5
Ý4

3を用いると，

　 7
x >

7
5
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Ú　 (1 <)x < 5

xは自然数だから，

　 x= 2，3，4

4 について，

‘　 x= 2のとき，
1
2
+
1
y +

1
z +

1
2y +

1
yz +

1
2z +

1
2yz =

7
5

Ú　 9yz¡ 15y¡ 15z = 15

Ú　 (3y¡ 5)(3z¡ 5) = 40

2 = x < yより，yは 3以上の自然数だから，

(3y¡ 5; 3z¡ 5) = (4; 10)，(5; 8)

(x; y) = (3; 5)。# 10
3
; 13
3

;
適するのは，(x; y) = (3; 5)

’　 x= 3のとき，
1
3
+
1
y +

1
z +

1
3y +

1
yz +

1
3z +

1
3yz =

7
5

Ú　 16yz¡ 20y¡ 20z = 20

Ú　 (4y¡ 5)(4z¡ 5) = 45Ý5

3 = x < yより，yは 4以上の自然数だから，

　 4y¡ 5 ¸ 11

よって，5を満たす自然数 y，zは存在しない。

“　 x= 4のとき，
1
4
+
1
y +

1
z +

1
4y +

1
yz +

1
4z +

1
4yz =

7
5

3と同様に，
1
y >

1
z ，

1
y >

1
yz だから，

1
3
+
1
y +

1
y +

1
3y +

1
y +

1
3y +

1
3y >

7
5

Ú　 1
4
+
4
y >

7
5

Ú　 4
y >

23
20

Ú　 y < 80
23
Ý6

4 = x < yより，yは 5以上の自然数であるが，6を満た

す yは存在しない。

以上より，

　 (x; y; z) = (2; 3; 5)

q　文字が 3つの場合も，式を展開して， 1
xy ，

1
yz ，

1
zx ，

1
xyz

に対しても，すべて上から 1
x で評価している。色々な評価の仕

方があるものだ。

R　 N.S.さんのレポートより

Ñ 1 < x < yより，0 < 1
y <

1
x < 1だから，

　 #1 + 1
x ; $1 + 1

y < < #1 + 1
x ; #1 + 1

x ;
Ú　 5

3
< #1 + 1

x ;2

Ú　
E

5
3
< 1 + 1

x

Ú　
p
5¡
p
3p

3
< 1
x

Ú　 x < 3 +
p
15
2

よって，1 < x < 3 +
p
15
2

となり，これを満たす自然数 x

は，

　 x= 2，3

‘x= 2のとき，

　 3
2

$1 + 1
y <= 5

3

Ú　 1
y =

1
9
　 Ú　 y = 9

’　 x= 3のとき，

　 4
3

$1 + 1
y <= 5

3

Ú　 1
y =

1
4
　 Ú　 y = 4

いずれも条件を満たすから，以上より，

　 (x; y) = (2; 9)，(3; 4)

Ò 1 < x < y < zより， 1z <
1
y <

1
x < 1だから，

　 #1 + 1
x ; $1 + 1

y < #1 + 1
z ; < #1 + 1

x ;3
Ú　 12

5
< #1 + 1

x ;3 Ý1
ここで，3 · xをとると，

　 #1 + 1
x ;3 · #1 + 1

3
;3 = 64

27
となり，1 に不適で

ある。

よって，候補となる自然数 xは，x= 2のみである。

したがって，

　 3
2

$1 + 1
y < #1 + 1

x ;= 12
5

Ú　 $1 + 1
y < #1 + 1

z ; = 8
5

1
z <

1
y より，

　 $1 + 1
y < #1 + 1

z ; < $1 + 1
y <2

Ú　 8
5
< $1 + 1

y <2
Ú　 2

p
2p
5
< 1 + 1

y

Ú　 y <
p
5

2
p
2¡
p
5

Ú　 y < 2
p
10 + 5
3

よって，2 = x < y < 2
p
10 + 5
3

となり，適する自然数 y

の値は，y= 3のみである。

y = 3のとき， 4
3

#1 + 1
z ; = 8

5
だから，
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　 1 + 1
z =

6
5

Ú　 1
z =

1
5
　 Ú　 z = 5

以上より，

　 (x; y; z) = (2; 3; 5)

q 　 2 次不等式の範囲で実際に不等式を解いて文字の範囲を狭

めている。

R　 O.T.さんのレポートより

Ñ 1 < x < y を満たす自然数 x，y に対して，条件

より，

　 #1 + 1
x ; $1 + 1

y < = 3
5
Ý1

すると，1 > 1
x >

1
y > 0から，

5
2
= #1 + 1

x ; $1 + 1
y < < #1 + 1

x ;2 となり，
　
p
5p
3
< 1 + 1

x

Ú　 1
x >

p
5¡
p
3p

3

Ú　 x <
p
3p

5¡
p
3
=

p
15 + 3
2

< 7
2

よって，条件を満たす自然数 xは，

　 x= 2，3

‘　 x= 2のとき，1より，

　 1 + 1
y =

10
9
となり，

　 y = 9

’　 x= 3のとき，1より，

　 1 + 1
y =

5
4
となり，

　 y = 4

以上より，求める自然数の組は，

　 (x; y) = (2; 9)，(3; 4)

Ò 1 < x < y < zを満たす自然数 x，y，zに対して，

条件より，

　 #1 + 1
x ; $1 + 1

y < #1 + 1
z ; = 12

5
Ý2

すると，1 > 1
x >

1
y >

1
z から，

12
5
= #1 + 1

x ; $1 + 1
y < #1 + 1

z ; = #1 + 1
x ;3 とな

り，
3
p
12
3
p
5
< 1 + 1

x

Ú　 1
x >

3
p
12¡

3
p
5

3
p
5

Ú　 x <
3
p
5

3
p
12¡

3
p
5
=

3
p
5(

3
B

122 +
3
p
12 ¢ 5 +

3
B

52)
12¡ 5

　　　=
3
p
720 +

3
p
300 + 5
7

ここで， 3
p
720 < 9，

3
p
300 < 7から，

x < 9 + 7 + 5
7

= 3となり，適する自然数 xは，x = 2

である。

よって，2より，

3
2

$1 + 1
y < #1 + 1

z ; = 12
5

Ú　 $1 + 1
y < #1 + 1

z ; = 8
5
Ý3

同様にして， 8
5
< $1 + 1

y <2 から，
p
8p
5
< 1 + 1

y

Ú　 1
y >

p
8¡
p
5p

5
となり，

y <
p
5p

8¡
p
5
=

p
40 + 5
3

< 7 + 5
3

= 4

よって，y= 3のみが適する。

3より，1 + 1
z =

6
5
，すなわち，z= 5である。

以上より，求める自然数の組は，

　 (x; y; z) = (2; 3; 5)

q 　 3 次不等式の範囲で実際に不等式を解いて文字の範囲を狭め

ている。
3
Bp
5

3
p
12¡

3
p
5
=

3
p
5(

3
B

122 +
3
p
12 ¢ 5 +

3
B

52)
12¡ 5

の有理化

の方法は参考になる。その直後の評価， 3
p
720 < 9，

3
p
300 < 7も

見習いたい。

R　 E.D.君のレポートより

Ñ 1 < x < yより， 1x >
1
y

Ú　 #1 + 1
x ; $1 + 1

y < < #1 + 1
x ; #1 + 1

x ;
Ú　 5

3
< 1 + 2

x +
1
x2

Ú　 2x2 ¡ 6x¡ 3 < 0

Ú　 3¡
p
15
2

< x < 3 +
p
15
2

　　

3 +
p
15

2
3¡
p
15

2

x
O

xは，1 < xをみたす自然数だから，グラフより，

　 x= 2，3
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x= 2のとき，

　 #1 + 1
2
; $1 + 1

y < = 5
3

Ú　 y= 9

x= 3のとき，

　 #1 + 1
3
; $1 + 1

y < = 5
3

Ú　 y= 4

以上より，

　 (x; y) = (2; 9)，(3; 4)

Ò 1 < x < y < zより， 1x >
1
y >

1
z#1 + 1

x ; $1 + 1
y < #1 + 1

z ; < #1 + 1
x ; #1 + 1

x ; #1 + 1
x ;

Ú　 12
5
< 1 + 3

x +
3
x2
+
1
x3

Ú　 7x3 ¡ 15x2 ¡ 15x¡ 5 < 0

Y = f(x) = 7x3 ¡ 15x2 ¡ 15x¡ 5とおくと，

Y0 = 21x2 ¡ 30x¡ 15

Y0 = 0とすると，x = 15§ 6
p
15

21
だから，増減表は次

の通りである。

x Ý
5¡ 2

p
15

7
Ý

5 + 2
p
15

7
Ý

Y0 + 0 ¡ 0 +

Y % & %

これより，Y = f(x)のグラフは次の通りである。

　　

3

1

x

Y

O

ここで，

　 f(2) = 7 ¢ 23 ¡ 15 ¢ 22 ¡ 15 ¢ 2¡ 5 = ¡39

　 f(3) = 7 ¢ 33 ¡ 15 ¢ 32 ¡ 15 ¢ 3¡ 5 = 4

だから，f(x) < 0となる xのうち，1 < xを満たす自

然数は，

　 x= 2

だけである。#1 + 1
2
; $1 + 1

y < #1 + 1
z ; = 12

5

Ú　 $1 + 1
y < #1 + 1

z ; < #1 + 1
3
; $1 + 1

y <
Ú　 8

5
< 1 + 2

y +
1
y2

Ú　 3y2 ¡ 10y¡ 5 < 0

　　

y
O

3y2 ¡ 10y¡ 5 = 0とすると，y= 5§ 2
p
10

3

ここで，

5 + 2
p
10

3
< 5 + 2£ 3:5

3
=
12
3
= 4

だから，2 = x < y < 4を満たす自然数は，

　 y= 3

だけである。これを，1に代入して，

　 #1 + 1
3
; #1 + 1

z ; = 3
5

Ú　 1 + 1
z =

6
5

Ú　 z= 5　 (x < y < zをみたす)

以上より，

　 (x; y; z) = (2; 3; 5)

q 　実数全体で，2 次関数のグラフ，3 次関数のグラフをかき，

そのグラフから不等式を満たす xの範囲をよみとる。これは他の

方法でも同様で，例えば，#1 + 1
x ;3 > 12

5
にせよ，頭の中で，

関数 y = #1 + 1
x ;3 のグラフが減少関数であることをイメージ

して，x = 1，2などと求めていることを整理しておきたい。


